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MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES Il

Examen resuelto

Los ejercicios se han resuelto utilizando los métodos mas habituales. No obstante, cualquier otro método

debidamente razonado y justificado es admitido como valido.

1A. a) Sirepresentamos por x e y el coste, en euros, del café y la leche, respectivamente, las condiciones

impuestas llevan a formar el siguiente sistema de ecuaciones:

2500
2900 + 20m

X+Yy
1,8x + (1 +0,01m)y

puesto que el precio de venta del café es un 80% mas que el de compra, con lo que el café se
vende por x + %x = 1,8x euros y el de venta de la leche es un m % mas que el de compra, con lo

que la leche se vende por y + {75y = (1 +0,01m)y euros.

b) Ladiscusion de este sistema se puede hacer, por ejemplo, por uno de los dos métodos considerados

a continuacion.

1 1 2500 1 1
—
1,8 1+0,01m | 2900 + 20m 0 0,0lm-0,8

Como 0,01m — 0,8 = 0 & m = 80 se tiene que:

= Gauss.

2500
20m — 1600

+ Sim = 80, la dltima fila es ( 00 ‘ 0 ) con lo que el sistema es compatible indeterminado.
» En otro caso, el sistema es compatible y determinado.

= Rouché-Frobenius. Como

1 1
|A| = =0,00lm-0,8=0<—= m=280
1,8 1+0,0lm
se tiene que:

* Para m = 80, como

1 2500 2500 1
= =0 = ran(A') =1 = ran(A),
1,8 4500 4500 1,8
y como el sistema tiene 2 incognitas, llegamos a que el sistema es compatible indetermina-

do.

« Para m # 80, el sistema es compatible y determinado, puesto que ran(A) = 2 y por tanto

ran(A) = ran(A’) = n? incognitas.
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Asi pues, la compatibilidad de este sistema quedaria resumida en el siguiente cuadro:

m=80 | S.C..
m # 80 | S.C.D.

Por lo tanto, el sistema tiene solucién para cualquier valor de m, y dicha solucién es Unica si m # 80.
Si el beneficio de la venta de la leche es del 20% (m = 20), la resolucion del sistema, tomando
como punto de partida los métodos usados anteriormente en el estudio de la compatibilidad, se

haria como sigue:

= Método de Gauss. Continuando con lo obtenido anteriormente y teniendo en cuenta que se

supone que m = 20, se tiene que:

1 1 | 2500 X y
—
0 —0,6 | —1200 — 0,6y

Resolviendo este sistema escalonado:

2500
—1200

+

y =—1200/ — 0,6 = 2000
{ x = 2500 — 2000 = 500
= Método de Cramer. Como ya vimos en el apartado anterior, |A| = 0,01m — 0,8, con lo que si
m = 20 se tiene que |A| = —0,6.

Por otro lado se tiene que

2500 1 1 2500
|A)(| = = _300, |Ay| = = _1200
3300 1,2 1,8 3300
Por tanto, la solucion es:
|Aq]  —300 A —1200
= = = = —-—= = 2000
X=Tar T o =0 Al T 08

Con lo cual el café costd 500 euros.

a) Si representamos por x e y el nimero de preguntas bien y mal contestadas, respectivamente, las

condiciones impuestas llevan a formar el siguiente sistema de inecuaciones:

X+Y 80
x—05y > 35

IN

Xy = 0

Los puntos que cumplen todas estas restricciones son todos los pares de nimeros enteros dentro
del recinto sombreado en la figura 1. Los extremos de dicho recinto son A = (35,0), B = (80,0) y
C = (50, 30).

No se podria aprobar contestando 40 preguntas bien y 20 mal, puesto que el punto (40,20) no
pertenece a la region factible (x +y = 60 < 80, pero x — 0,5y = 40 — 10 = 30 < 35), al obtener en ese

caso una nota de 30 puntos, por debajo de los 35 necesarios para aprobar.
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Mal x+y =80
—Xx—05y=35
30 |
. B Bien
80

Figura 1: Region factible.

b) El nimero de preguntas sin contestar es z(x,y) = 80 — x — y. Asi, queremos maximizar la funcion

objetivo z sujeta a las restricciones anteriores. Los valores en los extremos del recinto son:
z(A) = 45 preguntas
z(B) = 0 preguntas
z(C) = 0 preguntas
por lo que el aprobado con el nimero maximo de preguntas sin contestar se obtiene si se responde a

35 preguntas bien y a ninguna mal, es decir, se responde a 35 bien y se dejan el resto sin contestar.

En tal caso se obtendrian 35 puntos.

2A. a) Enun afo cualquiera, si la produccion es de x toneladas, los ingresos son 500x miles de euros. Por
otro lado, los costes son:
= Costes de produccién: 250x miles de euros.
= Impuestos: 35 - ingresos = %5 - 500x = 5x miles de euros.

= Costes fijos: 1125 miles de euros.

con lo que el coste total en ese afo es 250x + 5x2 + 1125 y, por tanto, los beneficios son:
f(x) = 250x — 5x% — 1125

Vamos a estudiar esta funciéon en su dominio, que nos dicen que es el intervalo [0, 40].
En cuanto a los puntos de corte:
= f(0) = —1125, con lo que la funcién corta al eje de ordenadas en el punto (0, —1125).
m f(x) = 0 & —5x2 +250x — 1125 = —5(x — 5)(x — 45) = 0. Como para esta ecuacién de segundo

grado, se tiene que las soluciones son x = 5y x = 45, es decir, la funcion corta el eje de abscisas
en el punto (5, 0) de su dominio.
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Ademas se tiene que f(40) = 875.

f es continua en (0, 40) puesto que es un polinomio.

Respecto a la monotonia, como f'(x) = 250 — 10x = 0 < x = 25y f/(x) = —10 se tiene que f’(25) < 0
y por tanto es un maximo relativo. Se tiene que f crece en el intervalo (0, 25) y decrece en (25, 40).
Se tiene ademas que f(25) = 2000.

Respecto a la concavidad, como f’(x) = —10 < 0, se tiene que es cdncava hacia abajo.

De todo lo anterior se deduce que la representacion grafica de f es la que corresponde a la figura 2.

-1125 -

Figura 2: Representacion gréfica de f.

Segun lo visto en el apartado anterior, se tenia un maximo relativo en x = 25, pero a la vista de la
representacion grafica de la funcién, esta claro que es un maximo absoluto. Asi pues, el beneficio
se maximiza si se fabrican 25 toneladas y como f(25) = 2000, el beneficio maximo es de 2 millones
de euros (2000 miles de euros).

También se deduce del estudio anterior que hay que fabricar al menos 5 toneladas para que no se

produzcan pérdidas (beneficio positivo).
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Como f(x) = x® — 4x? + 3x, entonces F(x) = %
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El dominio de f son todos los numeros reales, puesto que es un polinomio.

Como f(—x) = —x3 — 4x2 — 3x,Vx € R, se tiene que f(—x) # f(x) y f(—x) # —f(x), con lo que f no es
una funcion simétrica, ni respecto al eje de ordenadas, ni respecto al origen.

La funcion f corta al eje de ordenadas en el punto (0, f(0)), es decir, en el punto (0, 0). Ademas como
fix)=x(x—3)(x—1)=0<x=0,x=10x=3, setiene que f corta al eje de abscisas en los puntos
(0,0), (1,0) y (3,0).

En cuanto a las asintotas, no tiene asintotas verticales, puesto que no tiene puntos de discontinui-

dad. Tampoco tiene asintotas horizontales, puesto que

lim f(x)= lim (xX*—4x?+3x)=00 y lim f(x)= lim (x® —4x®+3x) = —.

X—00 X—00 X——00 X——00
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Tampoco tiene asintotas oblicuas, puesto que
. f . X3 —4x%+3x ]
im g XIS (X2 — 4x +3) = +oc.
X—t+oo X X—too X X—Foo

f es continua en todo su dominio, puesto que es una funcién polinémica.

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién, vamos a comenzar calculando los puntos

criticos. Para ello,

4+7 4
+3fz2,22 0 x=-

4

f(x)=3x>—8x+3=0<= x= ~ 0,45.

Para averiguar si estos puntos son un minimo o un maximo relativo, procedemos por el criterio de
la segunda derivada. Asi, al ser f/(x) = 6x — 8, se tiene que f’(0,45) < 0y, por tanto x = 0,45 es
un maximo relativo; ademas f”(2,22) > 0y, por tanto x = 2,22 es un minimo relativo. De lo anterior
se deduce que f es creciente en (—o, 0,45), decreciente en (0,45, 2,22) y vuelve a ser creciente en
(2,22, +0). Para poder representar el maximo y el minimo en el plano, es necesario calcular sus
imagenes: f(0,45) = 0,63 y f(2,22) = —2,11.

Como los puntos de inflexién de f son las soluciones de la ecuacién f/(x) = 0, sabemos que dicho
punto es x = 4/3, puesto que f’(x) = 6x — 8. Como f’(x) < 0,Vx € (—o0,4/3), tenemos que f es
concava hacia abajo en ese intervalo. Por otro lado, como f/(x) > 0,Vx € (4/3, c), tenemos que f

es concava hacia arriba en ese intervalo. Ademas se tiene que f(4/3) = —0,74.

De todo lo anterior se deduce que su representacion grafica es la que aparece en la figura 3.
f(x)

12 1

<

fa)
I T \v} t T
2 A 1 -2 3 4 5
Figura 3: Representacion gréfica de f.

El area limitada por la curva y el eje X entre x =0y x = 4 es igual a:

1 3 4
/ f(x)dx| + / f(x)dx| + / f(x)dx| = |F(1) — F(O)| + |[F(3) — F(1)| + |F(4) — F(3)| =
0 1 3
7 —20 39 -20| 96
‘1‘12‘+‘12‘1‘+’12‘12 "2 8
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3A. Si denotamos por E el suceso «la botella contiene leche entera», por S el suceso «la botella contiene
leche semidesnatada~», por D el suceso «la botella contiene leche desnatada» y por F el suceso «la

botella es exportada fuera», los datos del enunciado se traducen en:

P(E)=0,7 P(F/E)=0,05
P(S)=0,2 P(F/S)=0,03
P(D)=0,1 P(F/D)=0,10

Asi pues, las probabilidades pedidas son:

a) P(F) =1 —-P(F) =1 - 0,051 = 0,949, puesto que P(F) = p(F/E)P(E) + P(F/S)P(S) + P(F/D)P(D) =
0,05.0,7+0,03-0,2+0,1-0,1 =0,051.

P(FNS) _ P(F/S)P(S) _ 0,03-02
b) P(S/F) = (P(F) = 9051 = oost = 0118

Si se hace el ejercicio construyendo una tabla, la asociada a estos datos seria proporcional a:

FIF
E|35|66,5| 70
0,6 194 | 20
D 1 9| 10
5,1194,9|100

3B. Si denotamos por A el suceso «ser votante del candidato A», por B el suceso «ser votante del candidato
B», por M el suceso «ser mujer» y por H el suceso «ser hombre», los datos del enunciado se traducen en:
P(A)=04 P(B)=0,6
P(M/A)=0,25 = P(H/A)=1-PM/A)=0,75
PH/B)=02 = PM/B)=1-P(H/B)=0,8
teniendo en cuenta que B = Ay H = M. De todo lo anterior se deduce que las probabilidades pedidas

son:

a) P(M)=P(MnA)+PMnB)=PM/A)P(A) + P(M/B)P(B) =0,25-0,4 +0,8-0,6 = 0,58.

b) P(A/H) = P(“éfﬁfw = 0’3,54'3‘4 = 0,714, puesto que P(H) =1 - P(M) =1 - 0,58 = 0,42.

Si se hace el ejercicio construyendo una tabla, la asociada a estos datos deberia ser proporcional a:

M| H
A|10| 30| 40
B|48| 12| 60

58 | 42 | 100
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4A. Si denotamos por X la v.a. «tiempo en hacer efectiva la portabilidad», sabemos que dicha variable sigue
una distribucién normal de media desconocida . y desviacion tipica o = 10 horas, es decir, X — N(u, 10).
Ademas, tenemos para dicha v.a. una muestra aleatoria de tamafo n = 200 para la cual se obtiene una

media muestral X = 40 horas.

a) Elintervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — «) - 100 %, para una media poblacional de una

variable aleatoria con distribucién normal y desviacion tipica conocida es:

<x— za/gx%,x+za/2%>
donde
= X representa la media muestral, en este caso X = 40 horas,
= n representa el tamano de muestra, en este caso n = 200,
= o representa la desviacion tipica poblacional, en este caso o = 10 horas y
= 7,/ representa el valor que cumple P(|Z| < z,/2) = P(=242 < Z < 24/2) =1 —a = 0,9 para
una variable Z con distribucion N(0, 1) o, lo que es lo mismo, P(Z < z,2) = F(z,,2) = 0,95, con
lo que z, /> = 1,64.
Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para la media, al

90 % de confianza es:

10 10
40 —1,64—,40+1,64— | = (38,84;41,16),
< v200 \/200) ( )

es decir, tenemos una confianza del 90 % de que el tiempo medio esta entre 38,84 y 41,16 horas.

b) Una vez fijados el error maximo de estimacion ¢ y el nivel de confianza (1 —a)-100 %, si se considera
que la variable en estudio sigue una distribucién normal con desviacién tipica conocida, el minimo

tamano que ha de tener la muestra para verificar estas condiciones es:

= (rn?)

Asi pues, puesto que la amplitud del intervalo es de como mucho 2 horas se tiene que € < 1y, por

otro lado, como 1 — « = 0,9 se tiene que z,, /> = 1,64. De todo lo anterior se deduce que:

2
n> (1,64110) = 268,96
con lo que el tamafo minimo muestral para cumplir las condiciones sera de 269 clientes.

4B. Sirepresentamos por p la proporcion poblacional de hogares que reciclan el plastico habitualmente y por
p la proporcién de hogares que reciclan de los n = 300 en la muestra, se tiene que p es desconocido y
p =240/300 = 0,8.
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a) Elintervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — «) - 100 %, para una proporcion poblacional en
. p(1 —p) . p(1 — £
(,,_Za/z, B0 5.z /mnm>

= P representa la proporcion muestral, en este caso p = 0,8,

muestras grandes es:

donde

= n representa el tamano de la muestra, en este caso n =300y
= 7,5 €l valor que cumple P(|Z| < z,,/2) = P(~24/2 <Z < 2,)2) = 1 — o = 0,95 para una variable
Z con distribucion N(0, 1) o, lo que es lo mismo, P(Z < z,/») = F(z,/2) = 0,975, con lo cual

Zyj2 = 1,96.

Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para la proporcion,

al 95 % de confianza es:

/0,8(1 — 0,8) /0,8(1-0,8)) _ ]
(0,8 — 1,96 — 300 0,8+ 1,96 —300 |~ (0,755;0,845),

es decir, tenemos una confianza del 95 % de que el porcentaje de hogares que reciclan habitual-

mente el plastico en esa ciudad esta entre el 75,5% y el 84,5 %.

b) En el intervalo anterior el error de estimacion es

R —
6=Za/2\/w - 1,96“% - 0,045.

Con el mismo nivel de confianza y la misma proporcién muestral, si aumenta el tamano muestral,
disminuye el error de estimacién, como se puede observar en la férmula anterior, puesto que al
aumentar n manteniendo el resto de valores constantes, disminuye e. Como la amplitud del intervalo

es 2¢, es evidente que la amplitud también disminuye.
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