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Universidad de Oviedo

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES II

Los ejercicios se han resuelto utilizando los métodos mas habituales. No obstante, cualquier otro método
debidamente razonado y justificado serd admitido como valido.

1A. Un bar realiza todas las semanas un pedido de cerveza y vino a uno de sus dos proveedores. El proveedor A le
vende la cerveza a un euro el litro y el vino a dos euros el litro. El proveedor B le vende la cerveza al mismo
precio que el A, pero el litro de vino se lo vende a m euros. Si realiza el pedido semanal al proveedor A paga
1000 euros, mientras que si lo realiza al proveedor B paga 500m euros.

a) [0,5 puntos] Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incdgnitas x e y sean los litros de
cerveza y vino, respectivamente, comprados cada semana.

b) [2 puntos] ;Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucién? En caso de existir, ;es siempre tinica?
(Es posible que el precio del litro de vino en el proveedor B sea también de dos euros? En caso afirmativo,
Jcuanto vino compra por semana, si el pedido semanal de cerveza es de 400 litros? Determina la cantidad
de cerveza y vino comprada semanalmente en cualquier otro caso, es decir, cuando el precio del litro de
vino en el proveedor B no sea de dos euros.

Solucion:

a) Sirepresentamos por x e y los litros de cerveza y vino, respectivamente, en el pedido semanal, las condiciones
impuestas llevan a formar el siguiente sistema de ecuaciones:

x+2y = 1000
x+my = 500m

b) La discusién de este sistema se puede hacer, por ejemplo, por uno de los dos métodos considerados a conti-

nuacion.
1 2] 1000 N 1 2 1000
1 m | 500m 0 m—21|500m— 1000

Como m —2 =0 < m = 2 se tiene que:

= Gauss.

* Sim=2,ladltimafilaes (0 0]0), con lo que el sistema es compatible indeterminado.
* En otro caso, el sistema es compatible y determinado.
= Rouché-Frobenius. Como

\A]:‘ b2 ‘:m—2:0<:>m:2
1 m

se tiene que:
e Param = 2, como

‘ 1 1000’

1000 2
1 1000

j— / j— j—
1000 2 ‘—0:>ran(A)—17éran(A)—l,

y tenemos dos incdgnitas, concluimos que el sistema es compatible indeterminado.

* Para m # 2, el sistema es compatible y determinado, puesto que ran(A) =2y por tanto ran(A) =
ran(A") = n° incégnitas.
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Asi pues, la compatibilidad de este sistema quedaria resumida en el siguiente cuadro:

m=2| S.C.I.
m=#2|8.C.D.

Por lo tanto, el sistema tiene solucién para cualquier valor de m y es tnica si m # 2.

Sim =2 el sistema tiene infinitas soluciones, puesto que se reduce a la ecuacion x + 2y = 1000. Pero como
nos dicen que se compran 400 litros de cerveza, sabemos entonces que se compran 300 litros de vino, puesto
que y = (1000 —x) /2 = (1000 — 400) /2 = 300.

En cualquier otro caso, si m # 2, la resolucion del sistema, tomando como punto de partida los métodos
usados anteriormente en el estudio de la compatibilidad, se haria como sigue:

= Método de Gauss. Continuando con lo obtenido anteriormente y teniendo en cuenta que se supone
que m # 2, se tiene que:

1 2 1000 _, = + 2y = 1000
0 m—2|500m— 1000 (m—2)y = 500m— 1000

Resolviendo este sistema escalonado:
y = (500m —1000)/(m —2) = 500(m —2)/(m—2) = 500
x=1000—-2y=0

= Método de Cramer. Como ya vimos en el apartado anterior,
Por otro lado se tiene que

Al =m—2#0, puesto que m # 2.

1000 2 1 1000
|Ay| = ‘ 500m  m ' =0, |Ay| = ’ 1 500m ’ = 500m — 1000 = 500(m —2).
Por tanto, la solucidn es:
|A,| 0 |Ay|  500(m—2)
YA Tm—2" 7 YT m—2

Con lo cual si el precio del litro de vino en el proveedor B no es de 2 euros, se compran 500 litros de vino y
ninguno de cerveza.

1B. Las cantidades minimas diarias recomendadas que debe ingerir una determinada mascota son: 6 unidades de
hidratos de carbono, 18 unidades de proteinas y 4 unidades de grasas. Una empresa dedicada al cuidado de
este tipo de mascotas plantea disefiar una dieta para las mismas basada en el consumo de latas de dos marcas
distintas M| y M;. Se sabe que cada lata de la marca M| contiene 3 unidades de hidratos de carbono, 3 unidades
de proteinas y 1 unidad de grasas y que cada lata de la marca M, contiene 1 unidad de hidratos de carbono, 9
unidades de proteinas y 1 unidad de grasas. Ademas se sabe que el precio de cada lata de la marca M, es de 22
euros y que el precio de cada lata de la marca M; es de 24 euros.

a) [1,75 puntos] ;Cuantas latas de cada tipo se puede dar en un dia a la mascota para cumplir todos los requisitos
anteriores relativos a su dieta? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones. ;Se
le podria dar una lata de la marca M; y dos latas de la marca M,?

b) [0,75 puntos] ;Cudntas latas de cada tipo se deberfa dar en un dia a la mascota para que el precio de su
alimentacién sea minimo? |y para minimizar el nimero de latas de tipo M; que come ese dia?
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Solucion:

a) Si representamos por x e y el nimero de latas de la marca M; y de la marca M;, respectivamente, que come
en un dia, las condiciones impuestas llevan a formar el siguiente sistema de inecuaciones:

3x+y > 6
3x+9 > 18
x+y > 4
x,y > 0

Los puntos que cumplen todas estas restricciones son todos los pares de niimeros enteros dentro del recinto
rayado en la figura 1. Los extremos de dicho recinto son los puntos A = (6,0), B = (3,1), C=(1,3) y

D= (0,6).

Marca M,

§ Marca M,
203 4 6438

Figura 1: Region factible.

No se le podria dar dos latas de la marca M, y una de la marca M|, puesto que el punto (1,2) no pertenece
a la region factible (por ejemplo 3x+y=3(1)+2 =5 < 6).

b) El precio de la alimentacion diaria es z;(x,y) = 22x + 24y. Asi, queremos minimizar la funcién objetivo z;
sujeta a las restricciones anteriores. Puesto que:

71(A) = 132 euros
z1(B) =90 euros
z1(C) = 94 euros
z1(D) = 144 euros

se tiene que el precio minimo se alcanza si la dieta consta de 3 latas de la marca M, y 1 lata de la marca M>.
Si lo que se busca es minimizar el nimero de latas de tipo M; que come, entonces la funcién objetivo es

22(x,y) = x. Como

2(A)=6
2(B)=3
2(C) =1
2(D)=0

el minimo se alcanza si la dieta consta unicamente de 6 latas de tipo M.

Universidad de Oviedo
Prueba de evaluacién de Bachillerato para el acceso a la Universidad
2020-2021



. . . Prueba de evaluacién de Bachillerato
Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (EBAU)

Curso 2020-2021

2A. Se hainvestigado la energia que produce una placa solar (f) en funcién del tiempo transcurrido, en horas, desde

que amanece (x), obteniéndose que:
Flx) = 10x—x% si0<x<8
o 5 si8<x<12

a) [0,75 puntos] Determina el valor de a para que la energia producida varie de forma continua al variar el
tiempo transcurrido desde que amanece.

b) [1,75 puntos] Considerando el valor de a obtenido en el apartado anterior, estudia y representa graficamente
la funcién f en todo su dominio. {En qué momento del dia la placa produce mds energia? ;Cuénta energia
produce en ese momento?

Solucion:

a) La funcion f viene dada por un polinomio en el intervalo [0, 8] y por un cociente de polinomios cuyo deno-
minador no se anula en el intervalo (8, 12], con lo que el dnico posible punto de discontinuidad es x = 8. Se
tiene que

a a
If = lim (10x—x*) = 16 If = lim — = —
xiri?* f(X) inEI;l*( S ) y xlg{r f(X) xlgi1+ x? 64
con lo que el limite existe si 16 = 6“—4 0, lo que es lo mismo, si a = 16-64 = 1024. Como f(8) = 16, se tiene
que si a = 1024, f es continua en todo su dominio.

b) Por un lado se tiene que £(0) = 0. Por otro lado, f(x) =0si 10x+x>*=00 1?% = 0. Esté claro que la segunda

igualdad no puede darse. En cuanto a la primera, 10x 4 x> = x(10 —x) = 0 con lo que x = 0 0 x = 10, pero
como 10 ¢ [0, 8], se tiene que f no corta a los ejes mds que en el punto (0,0).
En cuanto a la crecimiento y decrecimiento, en el intervalo (0,8) se tiene que f'(x) = 10 — 2x = 0. Dicha
igualdad se verifica si x = 5. Como f’(x) > 0six € (0,5) y f'(x) <O0sixe (5,8), se tiene que f crece en
(0,5) y decrece en (5,8). Ademds se sabe que f(5) = 25. Por otro lado, en el intervalo (8, 12) se tiene que
flx)= *)348 < 0,Vx € (8,12), con lo que en (8, 12) la funcién siempre decrece.

En cuanto a la derivada segunda, se tiene que f”(x) = —2 < O en el intervalo (0,8) y f'(x) = 6}% >0enel
intervalo (8,12), con lo cual en el primer intervalo es concava hacia abajo y en el segundo es céncava hacia
arriba.

Por tltimo, observamos que f(12) = % ~7,11.

De todo lo anterior se deduce que la representacion grafica de f es la que corresponde a la figura 2.

Asi pues, a la vista de la representacion gréfica, el momento del dia en el que la placa produce mds energia
es a las 5 horas de haber amanecido y en ese momento se produce una cantidad de energia igual a 25.

2B. Dada la funcién f(x) = x> + 3x2, se pide:

a) [0,5 puntos] Encontrar la primitiva F de f verificando que F(2) = 10.

b) [2 puntos] Estudiar y representar graficamente la funcién f en todo su dominio. Calcular el 4rea limitada por
lacurvayeleje X entrex = —-32yx=—2.

Solucion:

a) Como f(x) = x> +3x2, entonces F(x) = ’%4+x3+C, conloque F2) =124+C=10C=-2y F(x) =
%—I—x3—2.

Universidad de Oviedo
Prueba de evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad
2020-2021



. . . Prueba de evaluacién de Bachillerato
Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (EBAU)

Curso 2020-2021

fx)
25

16 -

64/9

Figura 2: Representacién grafica de f.

b) Como f es un polinomio, estd definida en todo R y es continua en todo su dominio. Ademads se tiene que
f(0)=0yque f(x) =x*(x+3) =0< x=00x=—3, con lo que f corta a los ejes en los puntos (0,0) y
(=3,0).

Ademas
Iim f(x) = 1im (¢ +3x%) =eo 'y lim_f(x) = lim (x’+32%) = —oo.

X—boo X— X—p—00 X—p—o0

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién, vamos a comenzar calculando su primera deri-
vada:

fl(x) =3+ 6x=3x(x+2) =0 x=00x=—2.
Como f/(x) > 0six € (—o0,—2)U(0,00) y f'(x) <0six € (—2,0), se tiene que f crece en (—eo, —2) U (0,00)
y decrece en (—2,0). Ademds se tiene que f(—2) = 4.
Si calculamos la segunda derivada se tiene que f”(x) = 6x+6 =6(x+1),conloque f’(x) =0 x=—1y
como f(x) <0six e (—o,—1)y f”(x) >0six e (—1,), se tiene que f es concava hacia arriba (convexa)
en el intervalo (—1,00) y concava hacia abajo (céncava) en (—eo, —1). Se tiene ademds que f(—1) = 2.
De todo lo anterior se deduce que su representacién gréifica es la que aparece en la figura 3.
El drea limitada por la curva y el eje X entre x = —3,2 y x = —2 es igual a:

‘ /_ :2 F(x)dx| + ’ /_ 32 F(x)dx

(—8,75) — (—8,5536)| 4 |(—6) — (—8,75)| = 2,9464.

= [F(=3)=F(=32)[+|F(-2) - F(=3)| =

3A. Los cursos de monitor de esqui en determinada estacion se reparten en tres turnos, A, B'y C. Los alumnos del
turno A representan el 20 % del alumnado, los del turno B representan el 30 % del alumnado y los del turno C
representan el 50 % restante. Ademads se sabe que el porcentaje de alumnos que aprueban el curso es del 95 %
enel turno A, 90% enel By 92% en el C. Si se elige un alumno al azar,

Universidad de Oviedo
Prueba de evaluacion de Bachillerato para el acceso a la Universidad
2020-2021



Prueba de evaluacion de Bachillerato

Universidad de Oviedo para el acceso a la Universidad (EBAU)
Curso 2020-2021
y
) 4
/ X 2()(3 + 3x2) dx y=x>+3x°
3 )
\% t t i X
3 -2 -1 1

Figura 3: Representacion gréfica de f.

a) [1,25 puntos] ;Cual es la probabilidad de que haya aprobado el curso y no sea del turno B?

b) [1,25 puntos] ;Cual es la probabilidad de que haya aprobado el curso o sea del turno B?

Solucion: Si denotamos por A el suceso «ser del turno A», por B el suceso «ser del turno B», por C el suceso
«ser del turno C» y por Ap el suceso «aprobar el curso», los datos del enunciado se traducen en:

P(A) =0, P(B) =03 P(C) =05
P(Ap/A) =095 P(Ap/B)=09 P(Ap/C)=092

y con esto, las probabilidades pedidas son:

a) P(BNAp) = P(Ap) —P(BNAp) =0,92—0,27 = 0,65 donde hemos aplicado que P(Ap) = P(Ap/A)P(A) +
P(Ap/B)P(B)+P(Ap/C)P(C) =0,95-0,2+0,9-0,3+0,92-0,5= 0,92y que P(BNAp) = P(Ap/B)P(B) =
09-0,3=027.

b) P(BUAp) = P(B)+ P(Ap) — P(BNAp) = 0,3+0,92 — 0,27 = 0,95.

3B. En el primer curso de un grado, el 60 % de los estudiantes son mujeres y el 40 % restante son hombres. Ademas
se sabe que el 80 % de las mujeres y el 75 % de los hombres aprobaron el examen de matematicas. Si se elige
un estudiante de ese curso al azar,
a) [1,25 puntos] ;Cudl es la probabilidad de que sea hombre y haya suspendido matematicas?

b) [1,25 puntos] ;Cuadl es la probabilidad de que haya aprobado mateméticas?

Solucidn: Si denotamos por M el suceso «ser mujer» y por A el suceso «aprobar matematicas», los datos del

enunciado se traducen en: -
P(M)=0,6 P(M)=04
P(A/M)=0,8 P(A/M)=0,75

con lo que las probabilidades pedidas son:
a) PANM) = P(M) — P(ANM) = 0,4 — 0,3 = 0,1 donde hemos utilizado que P(ANM) = P(A/M)P(M) =
0,75-0,4=0,3.
b) P(A)=P(ANM)+P(ANM)=PA/M)P(M)+0,3=0,6-0,8+0,3=0,78
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4A. Se quiere hacer un estudio para estimar el porcentaje de declaraciones de la renta que son fraudulentas.*

a) [1 punto] ;Cual seria el tamafio muestral minimo necesario para que pueda estimarse la verdadera proporcién
de declaraciones fraudulentas a partir de la proporcién muestral con un error de estimacién méaximo de 0,026
y un nivel de confianza del 90 %?

b) [1,5 puntos] En una muestra aleatoria de 1000 declaraciones se obtuvo que 110 de ellas eran fraudulentas. En
funcién de esta muestra obtén, con un nivel de confianza del 90 %, un intervalo para estimar la proporcién
de declaraciones fraudulentas.

Solucion:

a) Al estimar la proporcién poblacional, el minimo tamafio que ha de tener la muestra para verificar estas con-
diciones es: 5
p(1—p)
n>\zyH—m-r-
= ( o/2 €
donde

= ¢ representa el error de estimacidn, en este caso € < 0,026,

= p representa la proporcion poblacional, que es un valor desconocido. Al no conocer el valor de p y
no poder estimarlo, puesto que aliin no tenemos una muestra, se considera el caso mds desfavorable
posible, es decir, el valor que maximiza la desviacion tipica, que es p =0,5 y

® 742 representa el valor que cumple P(|Z| < z42) = P(—2g2 < Z < 24/2) = 1 — o0 = 0,9 para una
variable Z con distribucién N(0,1) o lo que es lo mismo, P(Z < zq/2) = F(24/2) = 0,95, con lo que
Za2 = 1,64.

De todo lo anterior se deduce que:

2
0,5(1-0,5)
> _— =
n_<1,64 0.026 ) 994,67

Asi pues, el tamafio minimo muestral con el que podemos asegurar que se cumplen las condiciones es de
995 declaraciones.

b) Sirepresentamos por p la proporcion de declaraciones fraudulentas en la muestra con n = 1000 declaraciones,
se tiene que p = 110/1000 = 0,11.
El intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — &) - 100 %, para una proporcién poblacional en muestras

grandes es:
(p Za/z\/ p+Za/2\/ )

donde p representa la proporcion muestral, n el tamafio de muestra y z4/, el valor que cumple P(|Z| <
Zg/2) = 1 — o para una variable Z con distribucién N(0, 1).

Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para la proporcién de decla-
raciones fraudulentas, al 90 % de confianza, es:

0,11(1—0,11) 0,11(1—0,11)) _
(0,11—1,64 a0 164y T | = (0,094,0,126),
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puesto que ya habiamos visto que p = 0,11, n = 1000 y que al 90 % de nivel de confianza se tiene que
ZO{/Z == 1,64

Asi pues, tenemos una confianza del 90 % de que el verdadero porcentaje de declaraciones fraudulentas estd
entre el 9,4% y el 12,6 %.

4B. Una fabrica de quesos quiere estudiar el tiempo que tarda el producto en estropearse si no se envasa. Para ello,
considera una muestra de 324 quesos y observa que el tiempo medio hasta que se estropean es de 27 dias. Se
supone ademads que el tiempo hasta que se estropea el producto sigue una distribucién normal con desviacion
tipica 4 dias.*

a) [1,5 puntos] Construye un intervalo de confianza para el tiempo medio que tarda en estropearse este tipo de
queso al 99 % de confianza.

b) [1 punto] ;Cuadl seria el tamafio muestral minimo necesario para estimar el verdadero tiempo medio a partir
de la media muestral con un error de estimacién maximo de 0,5 dias y un nivel de confianza del 99 %?

Solucién: Si denotamos por X la v.a. «tiempo, en dias, hasta que se estropea», sabemos que dicha variable
sigue una distribucién normal de media desconocida p y desviacion tipica ¢ = 4 dias, es decir, X — N(u,4).
Ademds, tenemos para dicha v.a. una muestra aleatoria de tamafio n = 324 para la cual se obtiene una media
muestral X = 27 dfas.

a) El intervalo de confianza, al nivel de confianza (1 — &) - 100 %, para una media poblacional de una variable
aleatoria con distribucién normal y desviacién tipica conocida es:

_ o _ o
X—Za/zﬁ,x—i‘za/z%
donde

= X representa la media muestral, en este caso X = 27,

= 1 representa el tamafio de muestra, en este caso n = 324,

= o representa la desviacién tipica poblacional, en este caso 0 =4y

® 74/, representa el valor que cumple que P(|Z| < z4/2) = P(—2q/2 < Z < Zzg/2) = 1 — o0 = 0,99 para
una variable Z con distribucién N (0, 1), o lo que es lo mismo, el valor que cumple que P(Z < z4») =
F(zg/2) = 0,995. Con lo cual, en este caso z4/, = 2,58.

Asi pues, con los datos de este ejercicio se tiene que un intervalo de confianza para el tiempo medio hasta
que es estropea este tipo de queso, al 99 % de confianza es:

4 4
27 —2,58——— 27 +2,58—— | = (26,427;27,573),
( V324 \/324> ( )

es decir, tenemos una confianza del 99 % de que el tiempo medio hasta que se estropea esta entre 26,427 y
27,573 dias.

b) Una vez fijados el error maximo de estimacion € y el nivel de confianza (1 — &) - 100 %, si se considera que
la variable en estudio sigue una distribucién normal con desviacion tipica conocida, el minimo tamafio que
ha de tener la muestra para verificar estas condiciones es:

0= (n?)
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Asi pues, puesto que € < 0,5y I —a =0,99, con lo que z,/, = 2,58, se tiene que

4 \2
) — 426,0096

> (2.58
”< %05

con lo que el tamafio minimo muestral para cumplir las condiciones sera de 427 quesos.

* Algunos valores de la funcién de distribucion de la distribucién normal de media 0 y desviacion tipica 1:
F(1,28) =0,90; F(1,64) =0,95; F(1,96) = 0,975; F(2,33) = 0,99 y F(2,58) = 0,995.
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